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確率論 (Probability Theory)第 8週

w.yamamoto

1 期待値の計算 (確認)
期待値の計算は、確率分布に関する様々な特徴量の導出に用いられる。期待値を計算しない限り、確率変数は確

率変数のままであり、確率変数の関数も同様。

1.1 ひとつの確率変数について

標本空間が X上の確率変数 Xが、累積分布関数 FX (x)を持つとする。確率変数の関数 h (X)を考える。
Xの標本空間 Xが離散集合で、この上で確率関数 p (x)を持つとき、h (X)の期待値は

EX [h (X)] =
∑
k∈X

h (k) p (k) (1)

と求めることができる。Xの標本空間 Xが連続集合で、この上で確率密度関数 f (x)を持つなら、

EX [h (X)] =

∫
u∈X

h (u) f (u) du (2)

となる。

h1 (X) = Xと置くと、期待値 (あるいは原点まわりの 1次のモーメント)を、

EX [h1 (X)] =

∫
k∈X

h1 (k)

= µ1 (3)

もしくは

EX [h1 (X)] =

∫
x∈X

h1 (x) dx

= µ1 (4)

と求められる。

また h2 (X) = (X − µ1)と置くと、分散 (あるいは平均値まわりの 2次のモーメント)を

EX [h2 (X)] =
∑
k∈X

h2 (k)

= σ2 = µ2 (5)

もしくは

EX [h2 (X)] =

∫
x∈X

h2 (x) f (x) dx

= σ2 = µ2 (6)

と得る。
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最後に、h0 (X) = I (X ≤ x0)1とすると、I (k ≤ x0)は kが x0 以下で 1、x0を超えると 0となる。これを用いると、

EX [h0 (X)] = EX [I (X ≤ x0)]

=
∑
k∈X

I (k ≤ x0) p (k)

=
∑
k≤x0

p (k) (∵上の ∑
k∈Xは I (k ≤ x0)と組み合わせると、

∑
k≤x0
と等しくなる)

= Pr [X ≤ x0]

= FX (x0)

と、Xの累積分布関数を得る。連続確率変数についても同様に

EX [h0 (X)] = EX [I (X ≤ x0)]

=

∫
x∈X

I (x ≤ x0) f (x) dx

=

∫
x≤x0

f (x) dx (∵上の
∫

x∈Xは I (x ≤ x0)と組み合わせると、
∫

x≤x0
と等しくなる)

= Pr [X ≤ x0]

= FX (x0)

と、Xの累積分布関数を得る。

その他、期待値に関して、次の計算ルールは憶えて置くと良い。

1. a, bを任意の定数として、E [aX + b] = aE [X] + b (期待値の線形性)

2. aを任意の定数として、V [aX] = a2V [X] (尺度変換の分散の平方性)

1.2 ２つの確率変数について

２つの確率変数 X, Yが互いに独立のとき、

EX,Y [h (X,Y)] =

∫
x∈X

∫
y∈Y

h (x, y) f (x) g (y) dxdy

=

∫
x∈X

{∫
y∈Y

h (x, y) g (y) dy
}

f (x) dx

=

∫
y∈Y

{∫
x∈X

h (x, y) f (x) dx
}

g (y) dy (7)

あるいは

EX,Y [h (X,Y)] =
∑
x∈X

∑
y∈Y

h (x, y) p (x) q (y)

(8)

となる。

独立でなければ、２つの確率変数 X, Y の組に対して、双方が同治に x以下および y以下になる確率を

FX,Y (x, y) = PrX,Y
[
X ≤ x and Y ≤ y

]
(9)

1I (A)は命題を引数にとる関数で、 Aが真であれば 1を、Aが偽であれば 0であれば 0を取る。この関数 I (A)は識別関数と呼ばれる。
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と定める。これを同時累積分布関数と言う。Xと Y の標本空間 Xおよび Yがどちらも連続集合の時、確率変数
の組 (X,Y)の標本空間は Xと Yの直積空間 X ⊗ Yでなければならない。これは同時累積分布関数の定義域でも
ある。

X ⊗Yが離散集合のとき、(X,Y)は離散確率変数であり、

FX,Y = Pr
[
X ≤ x and Y ≤ y

]
=

∑
k≤x

∑
l≤y

p (k, l) (10)

を満たす関数 p (x, y)が存在するとき、これを Xと Y の同時確率関数と呼ぶ。

X ⊗Yが連続集合のとき、(X,Y)は連続確率変数であり、重積分

FX,Y = Pr
[
X ≤ x and Y ≤ y

]
=

∫
u≤x

∫
v≤y

f (u, v) dudv (11)

を満たす関数 f (x, y)が存在するとき、これを Xと Y の同時確率密度関数と呼ぶ。この重積分は∫
u≤x

∫
v≤y

f (u, v) dudv =

∫
u≤x

∫
v≤y

f (u, v) dvdu =
∫

u≤x

{∫
v≤y

f (u, v) dv
}

du

=

∫
v≤y

∫
u≤x

f (u, v) dudv =
∫

v≤y

{∫
u≤x

f (u, v) du
}

dv

のいずれかを用いて表す。

例えば h0 (x, y) = I (x ≤ x0) I (y ≤ y0)と定めると、

EX,Y [h0 (X,Y)] =
∑
k∈X

∑
l∈Y

h0 (k, l) p (k) q (l)

=
∑
k≤x0

∑
l≤y0

p (k) q (l)

= Pr
[
X ≤ x0 and Y ≤ y0

]
= F (x0, y0) (12)

と同時累積分布関数を得る。

1.3 ２つの確率変数の独立性

２つの確率変数 X, Yが互いに独立とは、次の何れかが成り立つことである。

1. FX,Y (x, y) = FX (x) FY (y)

2. fX,Y (x, y) = fX (x) fY (y)もしくは pX,Y (k, l) = pX (k) pY (l)

互いに独立なとき、次の計算が成り立つ。

1. EX,Y
[
g (X) h (Y)

]
= EX

[
g (X)

]
EY ([h (Y)] (期待値の乗法性)

2. VX,Y
[
g (X) + h (Y)

]
= VX

[
g (X)

]
+ VY ([h (Y)] (分散の加法性)

3. MX+Y (t) = MX (t) MY (t) (和のモーメント母関数の乗法性)
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2 確率分布

2.1 ポアソン分布

ポアソン分布は、繰り返し発生する事象が、与えられた時間内に発生する回数の確率分布である。この分布の

確率関数は

Pr [X = k] =
λk

k!
exp (−λ) (13)

で与えられるが、この式には

1. 独立性：事象の発生は互いに独立かつ、過去の発生履歴とは無関係

2. 定常性：事象の発生確率は時点 (時間帯)によって変化しない

3. 希少性：微小時間に 2回以上の起こる確率は無視できる

という仮定を伴っていることを忘れてはならない。

確率やモーメントの計算については、前回のメモの通り。

2.2 ガンマ分布

ガンマ分布 Γ (α, β)は、確率密度関数を

f (x) =
βα

Γ (α)
xα−1e−βx, x > 0 (14)

とする、(0,∞)上の連続確率分布である。これは (完全)ガンマ関数

Γ (x) =

∫ ∞

0
tx−1e−tdt (15)

から定まる確率分布である。左辺の積分が有限の範囲 (0, s)のとき、この積分を不完全ガンマ関数と言う。
#7-2ガンマ分布の平均は

E (X) =

∫ ∞

0
x f (x) dx

=

∫ ∞

0
x
βα

Γ (α)
xα−1e−βxdx

=
βα

Γ (α)

∫ ∞

0
xαe−βxdx

=
βα

Γ (α)
Γ (α + 1)
βα+1

=
α

β
(16)

と求まる。分散は、X2の期待値から求める。

E
(
X2

)
=

∫ ∞

0
x2 f (x) dx

=

∫ ∞

0
x2 β

α

Γ (α)
xα−1e−βxdx

=
βα

Γ (α)

∫ ∞

0
xα+1e−βxdx

=
βα

Γ (α)
Γ (α + 2)
βα+2

=
α (α + 1)
β2 (17)
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より、

V [X] = E
[
X2

]
− {E [X]}2

=
(α + 1)α
β2 − α

2

β2 =
α

β2 (18)

を得る。

ガンマ分布 Γ (α, β)のモーメント母関数は

MΓ(α,β) (t) = EΓ(α,β)
[
exp (tX)

]
=

∫ ∞

0
etx β

α

Γ (α)
xα−1e−βxdx

=
βα

Γ (α)

∫ ∞

0
xα−1e−(β−t)xdx

=
βα

Γ (α)

∫ ∞

0

(
u
β − t

)α−1

e−u 1
β − t

du ここで u = (β − t) x , x = u/ (β − t)と変数変換

=
βα

Γ (α)

(
1
β − t

)α−1 1
β − t

∫ ∞

0
xα−1e−udu

=
βα

Γ (α)

(
1
β − t

)α ∫ ∞

0
xα−1e−udu

=
βα

(β − t)α
1
Γ (α)

∫ ∞

0
xα−1e−udu

=

(
β

β − t

)α
(19)

となる。

ガンマ分布の累積分布関数は、αが正の整数の場合は陽な表現を得ることができる。第 1種不完全ガンマ関数を
γ (α, x)と置く。

γ (α, x) =

∫ x

0
tα−1e−tdt (20)

部分積分を用いると第 1種不完全ガンマ関数の間には、

γ (1, x) = 1 − e−x (21)

γ (α + 1, x) = αγ (α, x) − xαe−x

という関係が成り立つことが分かる。第 2種不完全ガンマ関数の間にも同様の関係が成り立つ。
この関係を用いると、αが自然数 kで、β = 1の場合に、Γ (n) = (n − 1)!などを用いて

1 − FΓ(k,1) (x) = exp (−x)
{

1 +
x
1!
+ · · · + + xk−1

(k − 1)!

}
(22)

が示せる。同様に βが任意の正の実数の場合にも、

1 − FΓ(k,β) (x) = exp (−βx)
{

1 +
βx
1!
+ · · · + + (βx)k−1

(k − 1)!

}
が示せる。よって、αが整数 kの場合のガンマ分布の累積分布関数は

FΓ(k,β) (x) = 1 − exp (−βx)
{

1 +
βx
1!
+ · · · + (βx)k−1

(k − 1)!

}
(23)

となる。

5



2.3 ベータ分布

ベータ分布 B (α, β)は、確率密度関数を

f (x) =
1

B (α, β)
xα−1 (1 − x)β−1 , 0 < x < 1 (24)

とする、(0, 1)上の連続確率分布である。これはベータ関数

B (x, y) =

∫ 1

0
tx−1 (1 − t)y−1 dt, x > 0, y > 0. (25)

から定まる確率分布である。

2.4 ベルヌーイ試行と幾何分布と負の二項分布

二項分布は n回の試行の中での成功回数 Xの確率分布であった。今度は、1回成功するまでに連続して失敗す
る回数 Y の確率分布を考える。

再び、ベルヌーイ試行を繰り返すことを考える。成功確率 pのベルヌーイ試行の確率関数は

p (k) = pk (1 − p)1−k , k = 0, 1. (26)

であった。k回連続して失敗した後に成功する確率は、ベルヌーイ試行の確率関数と同様に

Pr [Y = k] = pY (k)

= Pr [X1 = 0 and X21 = 0 and . . . and Xk = 0 and Xk+1 = 1]

= Pr [X1 = 0] Pr [X2 = 0] · · · Pr [Xk = 0] Pr [Xk+1 = 1]

= (1 − p)k p (27)

と求まる。この確率関数を持つ確率分布を幾何分布と言う。幾何分布の定義は前述の通り、「1回成功するまでに
連続して失敗する回数 Y の確率分布」である。この確率関数の形状は、参考書 p.63の図 5.3および 5.4を参照の
こと。

幾何分布の期待値は

EY [Y] =

∞∑
k=0

kpY (k) =
∞∑

k=0

kp (1 − p)k

= p (1 − p)
∞∑

k=0

k (1 − p)k−1

= p (1 − p)
∞∑

k=0

∂ (1 − p)k

∂ (1 − p)

= p (1 − p)
∂
∑∞

k=0 (1 − p)k

∂ (1 − p)

= p (1 − p)
∂ (1 − (1 − p))−1

∂ (1 − p)

=
p (1 − p)

p2 =
1 − p

p
(28)

モーメント母関数も t < log (1 − p)−1の範囲で

MY (t) =
p

1 − (1 − p) et (29)

6



と求まる。分散の計算を飛ばしたのは、参考書によれば、モーメント母関数から求める方が簡単なため。(今日の
課題 8-1および 8-2)
次に幾何分布を少し一般化する。独立なベルヌーイ試行の繰り返し X1, X2, . . .の中で、通算で r回の成功が起こ

るまでに失敗した回数を Z とする。幾何分布は r = 1の場合に相当するし、実は幾何分布に従う独立な確率変数
を Y1, . . ., Yr とすると、負の二項分布は ZY = Y1 + · · · + Yr 個の従う確率分布とも言える。

「Z = k」という事象は、「k + r − 1回の試行を終えた時点で r − 1回の成功が起きていて、k + r回目の試行で r

回目の試行が起こる」事象とも言える。X1, X2, . . .は各試行回で成功していれば 1、失敗していれば 0であること
を思い出せば、

Pr [Z = k] = Pr [X1 + X2 + · · · + Xk+r−1 = r − 1 and Xk+r = 1] (30)

となる。これは Xi, i = 1, 2, . . .が互いに独立なことから、

Pr [Z = k] = Pr [X1 + X2 + · · · + Xk+r−1 = r − 1] Pr [Xk+r = 1]

=
[
k+r−1Cr−1 pr−1 (1 − p)k

] [
p1 (1 − p)0

]
= k+r−1Cr−1 pr (1 − p)k (31)

この確率関数を持つ確率分布を負の二項分布という。負の二項分布の確率関数の例は、参考書 p.65の図 5.5およ
び 5.6を参照のこと。
負の二項分布の平均と分散はそれぞれ

E [Z] =
r (1 − p)

p
(32)

V [Z] =
r (1 − p)

p2 (33)

となる。モーメント母関数は、負の二項分布が幾何分布の和の分布であることを利用して、t < log (1 − p)−1 の範

囲で

MZ (t) =

{
p

1 − (1 − p) et

}r

(34)

となる。

2.5 指数分布とガンマ分布の関係

ある事象の発生間隔 X1, X2, . . ., Xnが互いに独立な指数分布 Exp (λ)に従っているとする。この時 Yn = X1 + X2 +

· · · + Xnが従う確率分布を考える。

指数分布のモーメント母関数は、前々回の課題より

MXi (t) =
λ

λ − t
(35)

であった。すると、これらの和 Ynが従う確率分布は

MYn (t) =

n∏
i=1

λ

λ − t
=

λn

(λ − t)n (36)

となる。これをモーメント母関数に持つ確率分布を探せば良いが、前回に講義で説明したように、モーメント母関

数を求める変換の逆変換は整備されていない。しかしこれがガンマ分布のモーメント母関数であることを知って

いれば、和 Ynがガンマ分布に従うと言える。

実際、式 (36)と式 (19)を見比べると、Yn の従う確率分布は、パラメータが α = n、β = λのガンマ分布である

ことが分かる。

7



2.6 指数分布とポアソン分布の関係

ある事象の発生間隔 Xiが互いに独立な指数分布 Exp (λ)に従っているとする。このとき期間 T の間にその事象

が発生する回数 Zは、どのような確率分布に従うかを考える。2

ここでの標本空間は

Z = {0, 1, 2, . . .} (37)

と非負の整数全体となる。「Z = k」で、「期間 T の間に k回の事象が発生する」事象を表す。一方でこの事象は、

「最初の k回の事象発生間隔の和 Ykが T 以下、かつ次の発生回数を加えた和 Yk+1は T を超える」と記しても、同

じことである。

Pr [Z = k] = Pr [Yk ≤ T and Yk+1 > T ]

= FYk (T ) − FYk+1 (T )

= FΓ(k,λ) (T ) − FΓ(k+1,λ) (T )

２つ目の等式の詳細はここでは省略。

ところで Ykの確率分布は kが整数であれば、前掲の通り、ガンマ分布となる。よってこのまま計算を続ければ、

Pr [Z = k] = FΓ(k,λ) (T ) − FΓ(k+1,λ) (T )

= 1 − exp (−βx)
{

1 +
βx
1!
+ · · · + (βx)k−1

(k − 1)!

}
−

[
1 − exp (−βx)

{
1 +
βx
1!
+ · · · + (βx)k−1

(k − 1)!
+

(βx)k

(k)!

}]
= exp (−βx)

(βx)k

(k)!
(38)

２つ目の等式は式 (23)を用いた。

3 講義の内容の確認 (暫定版)
この講義は、前半が確率と確率分布に関する数学 (確率数学？)の基礎、後半がその基礎の上に積み上げられる
理論体系の入門、となっている。前半の要件は、端的にまとめると

• 離散事象に関する種々の確率計算ができること

• 確率分布の取り扱いに慣れること、特に幾つかの確率分布に関して期待値、分散などのモーメントや、モー
メント母関数、独立な確率変数の和の分布などが計算できること

となる。後半の要件に対して、前半の要件は前提となるので、前半の内容は押さえて折り返して欲しい。

3.1 前半 (中間試験の範囲)

1. 確率事象と確率変数と確率分布

(a) 確率の公理

(b) 確率の計算法則

(c) 互いに独立な事象と互いに独立でない事象

(d) 同時確率と条件付き確率と周辺確率

2この箇所は、参考書が p.70-71で、ポアソン分布から指数分布を導出しているのに対して、ここでは指数分布からポアソン分布を導出を
している。両者とも、本質的には同じ議論である。
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(e) ベイズの定理

2. 離散確率分布と連続確率分布

(a) 離散確率変数：累積分布関数、確率関数、期待値の計算方法

(b) 連続確率変数：累積分布関数、確率密度関数、期待値の計算方法

3. 確率分布に関する計算

(a) 期待値

(b) 標準化

(c) モーメントとモーメント母関数

(d) 独立性と和や積の分布

(e) 和の分布とモーメント母関数

4. 確率分布と確率計算の例 (離散確率分布)

(a) ベルヌーイ試行と二項分布

(b) ポアソン分布

(c) ベルヌーイ試行と幾何分布と負の二項分布

5. 確率分布と確率計算の例 (連続確率分布)

(a) 指数分布

(b) ガンマ分布

(c) ベータ分布

3.2 後半 (期末試験の範囲)

前半に出てきた確率分布は、計算の過程で用いることはある。

1. 確率分布に関する幾つかの不等式

(a) マルコフ (Markov)の不等式

(b) チェビシェフ (Chebychev)の不等式

(c) イェンセン (Jensen)の不等式

(d) ヘルダー (Hoelder)の不等式

(e) シュワルツ (Schwartz)の不等式

2. 多次元の確率変数の同時分布と条件付き分布と周辺分布

3. 多次元の確率変数の期待値とモーメントとモーメント母関数

4. 条件付き期待値と条件付き分散

(a) 共分散

(b) 相関係数

5. 確率分布と確率計算の例 (離散確率分布)
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(a) 多項分布

(b) 超幾何分布

(c) マルコフ過程？

6. 確率分布と確率計算の例 (連続確率分布)

(a) 正規分布

7. 数列の収束と確率分布の収束

(a) 大数の法則

(b) 中心極限定理

4 レポート略解

#7-1ガンマ関数とベータ関数の関係は

B (x, y) =
Γ (x) Γ (y)
Γ (x + y)

#7-2は今日のノートで解説済み。
#7-3ベータ分布の期待値は

E [X] =

∫ 1

0
x

1
B (α, β)

xα−1 (1 − x)β−1 dx

=

∫ 1

0

1
B (α, β)

xα (1 − x)β−1 dx

=
B (α + 1, β)

B (α, β)
=
α

α + β
(39)

2乗の期待値は

E
[
X2

]
=

∫ 1

0
x2 1

B (α, β)
xα−1 (1 − x)β−1 dx

=

∫ 1

0

1
B (α, β)

xα+1 (1 − x)β−1 dx

=
B (α + 2, β)

B (α, β)
=

(α + 1)α
(α + β + 1) (α + β)

(40)

となり、分散は

V [X] = E
[
X2

]
− {E [X]}2

=
(α + 1)α

(α + β + 1) (α + β)
− α2

(α + β)2

=
αβ

(α + β + 1) (α + β)2 (41)

と求まる。

#7-4も今日のノートで解説済み。
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5 レポート課題

#8-1 幾何分布のモーメント母関数を求めよ。
#8-2 幾何分布の分散を求めよ。
#8-3 参考書 p.24のチェビシェフの不等式の証明をフォローせよ。
#8-4 マルコフの不等式、を調べ、不等式とその証明を記せ。

6 レポート提出要領

下記の要領でレポートを作成し、提出すること。
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