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確率論 (Probability Theory)同時分布

w.yamamoto

1 2次元の確率変数のための確率分布
確率変数が 1つの場合は簡単。試行 1回の結果の確率モデル。以下は、標本空間 X ⊗ Yの全要素 (x, y)の間に
順序が定められている場合の定義。

累積確率 F (x, y) = Pr
[
X ≤ x, Y ≤ y

]
連続分布 Pr

[
X ≤ x, Y ≤ y

]
=
∫ x
−∞

∫ y
−in f ty fXY (u, v) dudv

離散分布 Pr
[
X ≤ x, Y ≤ y

]
=
∑x
−∞
∑y
−in f ty pXY (u, v) dudv

確率関数 p (x, y) = Pr
[
X = x, X = y

]
= F (x, y) − F (x−, y) − F (x, y−) + F (x−, y−)

確率密度関数 f (x, ) = ∂2F (x) /∂x∂y (F (x)の 2階の偏微分)

期待値は、どの分布についての期待値を計算するかで、呼び名や定義が異なる。同時分布についての期待値は

E [h (X,Y)] =


∑∞

x=−∞
∑∞

y=−∞ h (x, y) p (x, y) 離散の場合∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞ h (x, y) f (x, y) dxdy 連続の場合

(1)

周辺分布についての期待値は、例えば Xの周辺分布に関して

E [h (X,Y)] =


∑∞

x=−∞
∑∞

y=−∞ h (x,Y) p (x) 離散の場合∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞ h (x, Y) f (x) dx 連続の場合

(2)

となり、これを周辺期待値と呼ぶ。

条件付き分布についての期待値は、例えば X|Y = yについては

E [h (X,Y)] =


∑∞

x=−∞ h (x, y) p (x|y) 離散の場合∫ ∞
−∞ h (x, y) f (x|y) dx 連続の場合

(3)

となり、これを条件付き期待値と呼ぶ。

モーメントも同様で、同時モーメント、周辺モーメント、条件付きモーメントがある。またそれぞれに原点モー

メントと中心モーメントがあり、例えば Xと Y の同時原点モーメントは

mkl = E
[
XkY l
]

(4)

同時中心モーメントは

µkl = E
[
(X − µX)k (Y − µY )l

]
(5)

などと定められる。上の定義から mk0、m0l、µk0、µ0lは周辺分布の原点モーメントと中心モーメントに等しくなる。
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2 独立性と従属性

2つの確率変数 X，Yが互いに独立とは、

条件付き累積確率と周辺累積確率が一致する Pr
[
X ≤ x|Y ≤ y

]
= Pr [X ≤ x]

条件付き確率と周辺確率が一致する Pr
[
X = x|Y = y

]
= Pr [X = x], pX|Y (x|y) = pX (x)

条件付き密度と周辺密度が一致する fX|Y (x|y) = fX (x)

同時累積確率が周辺累積確率の積となる Pr
[
X ≤ x Y ≤ y

]
= Pr [X ≤ x] Pr

[
Y ≤ y

]
, FXY (x, y) = FX (x) FY (y)

同時確率が周辺確率の積となる Pr
[
X = x Y = y

]
= Pr [X = x] Pr

[
Y = y

]
, pXY (x, y) = pX (x) pY (y)

同時密度関数が周辺密度関数の積となる fXY (x, y) = fX (x) fY (y)

和のモーメント母関数が周辺モーメント母関数の積となる MX+Y (t) = MX (t) MY (t)

積の期待値が期待値の積になる E [h1 (X) h2 (Y)] = E [h1 (X)] E [h2 (Y)]

などが成り立つこと。互いに独立であれば、同時分布が周辺分布の積となることから、確率や期待値を計算する

ときの和の計算
∑
や積分の計算

∫
の次元が低くて済む。そのため、少しずつ計算が単純、あるいは簡単になるな

ど、計算量や考えるべき組み合わせの数が減る。

2つの確率変数 X，Yが互いに従属とは、独立でないことを指して言う。従属の時には、確率や期待値を計算す

る際に、従属な確率変数の次元の分だけの総和の計算や重積分の計算が必要となる。

同時中心モーメントの

µkl = E
[
(X − µX)k (Y − µY )l

]
(6)

のうち、次数が最も低い µ11 = E
[
(X − µX) (Y − µY )

]
は、Xと Y の共分散と呼ばれる。

3 変数変換後の分布

狭義の単調関数 h (·)を用いて、Z = h (X)と変換したときの Zの従う確率分布は、Xの確率分布が離散分布か連

続分布か、で扱いが異なる。

離散分布なら、

Pr [X = x] = Pr
[
h (X) = j (x)

]
(7)

なので、確率関数は

PZ (z) = PX

(
h−1 (x)

)
(8)

となる。期待値などモーメントの計算も累積分布関数の計算もすべて、上の確率関数に基づけばよい。たとえば

h (x) = exp (x)を考えてみよ。
連続分布の場合には、「置換積分 (積分における変数変換)」を考えなければならない。

fZ (z) = fX

(
h−1 (z)

)
(9)

と定めると、 ∫ ∞
−∞

fZ (z) dz = 1 (10)

が保証されない。被積分変数を x = h−1 (z)と置換 (変数変換)した場合は∫ ∞
−∞

{
h−1 (z)

}
fX

(
h−1 (z)

)
dz =

∫ ∞
−∞

fX (x) dx = 1 (11)

より、Zの確率分布の密度関数は

fZ (z) =
{
h−1 (z)

}
fX

(
h−1 (z)

)
(12)

でなければならない。

2



4 和の分布

X + Y の分布は、Xと Y の同時分布が離散分布の場合

Pr [X + Y = k] =
∑
x,y:

∑
x+y=k

pXY (x, y) (13)

で求める。

連続分布の場合は

fX+Y (u) =
∫ ∫

x + y = u fXY (x, y) dxdy

=

∫ ∞
−in f ty

fXY (x, u − x) dx (14)

で求める。この計算をたたみ込み、と呼ぶことがある。

もし Xと Yが互いに独立で、それぞれの周辺分布のモーメント母関数が容易に求まる、もしくは既知なら、

MX+Y (t) = MX (t) MY (t) (15)

の関係を用いて、和の分布が簡単に求められる場合がある。

5 マルコフ性

従属性の最も単純な仮定のひとつがマルコフ性。
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8. モーメントとモーメント母関数の計算

8.1 次の密度関数を持つ確率分布を指数分布という。

fX (x; λ) =

 λ exp (−λx) , x ≥ 0
0, x < 0

(16)

ただし λ正の定数。

(1) 指数分布の期待値を計算せよ。

Ans. E [X] =

(2) 指数分布の分散を計算せよ。

Ans. V [X] =

(3) 指数分布のモーメント母関数を計算せよ。

Ans. MX (t) =

(4) Xが fX (x, λ1)、Yが fX (y, λ2)の密度関数を持つ指数分布に、それぞれ互いに独立に従うとき、X + Y の

確率分布のモーメント母関数を計算せよ。

Ans. MX+Y (t) =

(5) 上のモーメント母関数を持つ確率分布は、どんな密度関数を持つか？

Ans. fX+Y (t) =
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8.2 次の確率関数を持つ確率分布をベルヌーイ分布という。

pX (x; λ) =


p, x = 1
1 − p, x = 0
0, otherwise

(17)

(1) ベルヌーイ分布の期待値を計算せよ。

Ans. E [X] =

(2) ベルヌーイ分布の分散を計算せよ。

Ans. V [X] =

(3) ベルヌーイ分布のモーメント母関数を計算せよ。

Ans. MX (t) =

(4) Xが pX (x, λ1)、Yが fX (y, λ2)の密度関数を持つ指数分布に、それぞれ互いに独立に従うとき、X + Y の

確率分布のモーメント母関数を計算せよ。

Ans. MX+Y (t) =

(5) 上のモーメント母関数を持つ確率分布は、どんな確率関数を持つか？

Ans. pX+Y (t) =
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8. モーメントとモーメント母関数の計算

8.1 次の密度関数を持つ確率分布を指数分布という。

fX (x; λ) =

 λ exp (−λx) , x ≥ 0
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(18)

ただし λ正の定数。

(1) 指数分布の期待値を計算せよ。

Ans. E [X] =

(2) 指数分布の分散を計算せよ。

Ans. V [X] =

(3) 指数分布のモーメント母関数を計算せよ。

Ans. MX (t) =

(4) Xが fX (x, λ1)、Yが fX (y, λ2)の密度関数を持つ指数分布に、それぞれ互いに独立に従うとき、X + Y の

確率分布のモーメント母関数を計算せよ。

Ans. MX+Y (t) =

(5) 上のモーメント母関数を持つ確率分布は、どんな密度関数を持つか？

Ans. fX+Y (t) =
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8.2 次の確率関数を持つ確率分布をベルヌーイ分布という。
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